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Аннотация. В работе доказывается, что пространство когерентно-ядерных операторов изометрично 
пополнению пространства конечномерных операторов по некоторой норме.
Resume. In the article is proved, that the space of kernel operators is isometric to space completion of finite­
dimensional operators with respect to the some norm.
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Введение
Работа посвящена некоторым проблемам, представленным в монографии Альберта Пича. 
Рассматривается связь между банаховыми пространствами: пространством ядерных операторов и 
пространством, полученным пополнением множества конечномерных операторов по некоторой 
норме. В монографии Альберта Пича написано, что эти пространства в общем случае различны и 
совпадают в частных случаях. К сожалению, нет контрпримера и ссылок на литературу с этим 
контрпримером.
Постановка задачи
Рассмотрим основные определения. Символами С  и D  будем обозначать банаховы
пространства. Скажем, что пространство С  вложено в пространство D  с константой вложения А,
х
и обозначим это символом С  cz Z ) , если существует инъекция J . C  —>D ,  такая что для любого 
х е С  имеем , /(х)е I) и 1 Ж 1  < Л | л | . . в дальнейшем будем предполагать, что любой 
упоминаемый ниже оператор вложения J С  —> D  задан аналитически J  (jc) = х , для всех X е С  .
Символом L(C,D)  обозначим пространство линейных ограниченных операторов Т , 
действующих из С  в D  . Пространство L(C,D)  является банаховым относительно нормы:
Если пространство D  совпадает с пространством действительных чисел R  , то пространство 
L(C, D)  будем обозначать символом С  .
Определение 1.13 Обозначим через F(C,Z>) [1] линейное многообразие в пространстве 
L(C,D), состоящее из множества конечномерных операторов:
к=п
F  = 'У'сt ®dk, где ск е С*, dk е D, к = 1,
к =1
Определение 2.14 Обозначим символом R(C, / )), линейное многообразие в 
пространстве l (C,D),  состоящее из всех операторов Т  е  L (C ,D ) ,  представимых в виде
к=оо , v
T = Y f k ®dk, (ск e C \ d k e D , k  = l„ . )
(1)
Т Й Ш _ Ч Ш
к= 1
Замечание 1.15 Согласно [1, часть 26, раз. 6.3, теорема 6.3.2], пространство R(C, / )) 
является нормированным операторным идеалом. Откуда, в частности, следует, что это 
пространство банахово относительно нормы:
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n (t ) =  taf  S I K H -  4 K L ,
К  со .
k=\
где in f берется по всевозможным представлениям оператора Т  ; для которых представимо
к =со
неравенство Х 1Ы 1с* * I K L  < 00 •
А'=1
Покажем, что справедливо вложение R(C,Z))<zZ(C,Z)). Имеем:
к= оо
Z c i ( c V ,
<
\ L (C ,D )
s u p -
cgC
k  =  CO
X I K I L s u p -
k = 1 cgC
0
<
1
fc= l
к=ю
Е К ( с1 К 1 D
| - |  —  <  s u p — — | - j j ----------------------<
■и к=со
lie' 1 К
k'—'JJ
inf Z I K H K - L ' ^ )к= оо
т=^скш к *_1
Аг=1 
1
что эквивалентно вложению R(C,£>)cZ,(C,£>).
к=п
Определение 3.16 На элементах Т = д. 0 t/A. s  F (C ,D ) рассмотрим функцию
к=1
к=
№(т)= m f  Z I K - l l c - * I K - L .
Ь— 1
T =^cu®du“'к к
к=\
где in f берется по всем конечным представлениям оператора Т  из пространства F(C,Z>).
Замечание 2.17 Согласно [1, часть 2, раз. 6.8, теорема 6.8.2 ), функция №  является 
наибольшей нормой на операторном идеале F(C , D ) .
О п редел ен и е 4 .1 8  Обозначим символом G (C , D ) банахово пространство, являющееся 
абстрактным пополнением линейного многообразия F(C,D) в пространстве b (C , D ) по норме 
№ .
В этом случае, элементами пространства G (C , /)) являются всевозможные
фундаментальные по норме №  последовательности \Fn }н=| , состоящие из элементов 
пространства F ( ( 1) ) . Покажем, что каждой такой последовательности, можно поставить в 
соответствие единственный оператор пространства L(C,D).
Заметим, что для оператора Т  е  F ( C , D ) справедливо неравенство:
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к—п
Yuc k (с К
k = 1
Е Ы с)1 К ID
L ( C , D )  =  S U P  y i -------------------- ^  s u p
c-c  F lic  c-c  F ile
k = n  I / т  1  k = n
X K I L  sup ? f ^ < E K I c *  I K i b -
k =1 c tC  ||C ||C k=l
Отсюда следует, что
k =
ИЗ
P I L ™ ,  <  t _ i n f  Ж 11с - * К 1В = Л , 0 ( П
k = 1
Рассмотрим фундаментальную по норме №  последовательность \Fn }н=| , состоящую 
элементов пространства F(C, D) ■ Из последненго неравенства имеем:
\ K - f J l{cd) < -> 0.И,/Ю_>сО
То есть последовательность \Fn }н=1 фундаментальна по норме пространства b(C,D )  и  
имеет единственный предел F  е  b( C , D )  к  которому сходится по норме пространства / .{ (/ )) .
Совершая в неравенстве ||/'’51|/lV, П ] < А,г° ( l 'n) предельный переход, получим неравенство
||F|i(CD) < A''° (/’ ) . Доказано утверждение.
Лемма 1. Справедливо вложение g (c , d ) ^ l (c , d ).
Далее, необходимо доказать утверждение о совпадении пространств G (C , D )  и  R (C , / )) 
для произвольных банаховых пространств С  и D .
Доказательство теоремы о совпадении двух пространств
Наконец, докажем утверждение о совпадении пространств G (C , D )  и R ( C ,D ) .  Для 
доказательства этого утверждения рассмотрим еще одну конструкцию, представленную в [2, глава l]
Определение 5.19 Пусть W  - некоторое банахово пространство, такое что банаховы 
пространства E i a  W для всех i е  / .  Обозначим символом №  ,■ множество элементов х  е  W ,
iel
представимых в виде:
* = & ,  и, е Е , i e I > гДе Z IK IL . <с0-
i e l  i e l  *
З ам еч ан и е 3. 20 Пусть W  - некоторое банахово пространство, такое что банаховы
1
пространства Л’ с  W для всех i e l .  Согласно [2, глава 1] справедливы утверждения:
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l) любой элемент X  Е  №  может быть представим в виде суммы не более счетного числа
i e l
компонент Е - / е  / ;
’ We. ’
2) пространство 1^ '. банахово, относительно нормы:
ie l
И | IE. = in f I I
; е /  . j
/ G  I
х = Y j i ,
i e l
3) справедливо вложение:
Ц е , ^ .
i e l
Рассмотрим основное утверждение работы.
Теорема 1. 21 Пусть С  и D  -  произвольные банаховы пространства, тогда 
пространства G (C , D )  и R (C , / )) изометричны.
к=п
Д о к а за т ел ьст во . Пусть Т = ® d k eF(C,D)  . В этом случае
А-=1
к=со
N ( T ) =  ; i „ f  я ы и к м
■ If
к=со , ,
к= 1
T=>ct ^ t
к=1 , Л
£=и (2)
-пк=п t=1
"'к к
к=1
Пусть элемент с  е  С *  (с ^  О). Обозначим символом
D c =  к  =  с  ® с/ е  ^ ( С ,  £>),_ где_||х|| =  ||с/| * ||с|| * _  д  ия _  в сех  е  D  j
'  с  '
Заметим, что пространство D c ( С Ф 0 ) изоморфно пространству I ) . Действительно, 
каждому элементу d  е  D  пространства D  поставим в соответствие элемент d с — С® d  Е D  . 
Аналогично доказывается, если элемент d с — С® d  Е D  ; то d  е  D  . Также |t/| = ||с/| * ||с|| *.
Dc ^  ^
Пусть с  <е С *, С Ф 0 VL d  Е D  .В  этом случае для X — С® d  Е D , имеем
№ ( х ) =  m f E I K H K L ^ I I cH H L = IN L  • (3)к=п , = , с
X е' ; "
к=1
Покажем что отсюда следует вложение:
D c L g ( C , D ) .
Действительно, пусть оператор J  ■ Dc — ^  G (C , D^ j П о  формуле
j(x ) = х мя_всех x e Dc.
Пусть X Е D c и ./(х) = О . Тогда X = 0 . Из неравенства [3] имеем:
ЛГ° (./(*)) < |* L  ’ x e D c.
С
Доказано, что оператор J  является непрерывным оператором вложения пространства D c в 
пространство G (C , D )  ■ Согласно [2, глава l] справедливо вложение
1J  Д  i  G (C f d ) (4)
*
с е  С
Пусть оператор:
к=п [] []
T  = ^ c k® d k &?{C,D).
к=1
В этом случае, согласно [2, глава l] справедливо вложение
к=п  1
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П
*=1 ск  се С
и выполнено неравенство:
С5)
к--
п и .
<  пгт^\\к 
11) -
с <еС
Следовательно,
п,к=1 °к
к=со
ID
к=1
сеС
T k = C k ® d k ^ D ck
к = 1 ,2 ,...
к =со
и
in f  Я Ы И И А ' М Т ’)
СО , ,
T = Y ck®dk
■
Объединяя вложения (4) и (5) имеем:
Г е Ц о  i  ( J  d cL q (c , d )
к=1 <* с е с *
с ^ 0
Следовательно, из (6) вытекает что
d e f
(7)
Объединяя (2) и (7), получим, что для всех операторов Т  е  F(C, Z)) выполнено равенство:
№{t ) = n {t ). (8)
Заметим, что пространство F(C,Z)) п л о т н о  в  пространстве R (C , /)). Действительно, пусть
к=СО , ч
T = J c t <3d„B R ( C , 4  (с,  е  C 'V ,  s  D,k = 1,...)
k=l
k= 00
причем Ш СА'||С* * 1^ /-1/, ^ 00 • Тогда для любого £ > 0  существует , такое что для всех
к=1
W ^  Wq выполнено неравенство:
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к=да
Z N I c - * I K I L < s-
к=п+1
к=п к=со
Рассмотрим оператор Ts — F (C ,D ). В э т о м  случае Т — Те — ^ Ck ® dk и
А-=1 £=И+1
справедливо равенство:
к=со
N ( T - T S) =  inf X
£=со[] []  £-1
r-re= 'y 'c k <S>dk
□
Ck *
□
d  к
k=00
^  Е 1 Ы М Ы
*С
k=n+1
D
к=1
Следовательно, пространство R (C , Z>) является пополнением пространства F(C,Z)) по норме .
Так как пространство R (C , D )  является пополнением пространства F(C,D)  по норме N  , 
пространство G ( C , D )  является пополнением пространства F ( ( D)  по норме №  и для всех
выполнено неравенство (8), то пространство G (C , D )
к=п
операторов = > ct
к=1
изометрично пространству R (C , / )). Теорема доказана.
Заключение
В монографии Пича [l, часть 2, раз. 6.8.3) написано, что существуют банаховы пространства 
С  и D  , такие что пространства G (C , D )  и  R (C , D )  различны. В работе наоборот доказано, что 
для любых банаховых пространств С  и D  пространства G (C , D )  и  R (C , / )) совпадают.
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